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Prefacio

Essas notas pretendem ser uma breve introdugao a teoria topologica
de pontos fixos para ser apresentada como um mini curso no 14°Encontro
Brasileiro de Topologia, realizado de 26 a 30 de junho de 2004, na
UNICAMP em Campinas. O principal objetivo é apresentar as idéias
iniciais/originais da teoria que se iniciou com o trabalho de Solomon
Lefschetz nos anos 1920. Caminharemos em direcao a reciproca do
teorema do ponto fixo de Lefschetz utilizando a nocao de classes de
pontos fixos, introduzida por Jakob Nielsen. Através do trabalho de
K. Reidemeister, W. Franz, e F. Wecken na década de 1930 e inicio
dos anos 1940, apresentaremos os fundamentos para a teoria de pontos
fixos de Nielsen. Discutiremos entao a calculabilidade do ntmero de
Nielsen e, em particular, do traco de Reidemeister. Algumas aplicagoes
a dinamica de baixa dimensao também serao discutidas.

Algumas demonstragoes serao omitidas ou somente esquematizadas.
As referéncias bésicas sao [1], [5], [8], [10] e [12]. O artigo “survey”
[2] apresenta uma 6tima narrativa histérica dos primeiros desenvolvi-
mentos da teoria.

Agradeco ao comité cientifico e a organizacao pelo gentil convite e
pela oportunidade de ministrar esse curso e ao Prof. Daniel Vendrtscolo

por traduzir o manuscrito original para o portugueés.






Primeira Parte

1. Alguns Teoremas Classicos

Sejam K e K’ dois complexos simpliciais finitos tais que | K| = | K|,
i.e., que tenham o mesmo espago topoldgico de base.

Definimos

X = Z(—l)q#{ q — simplexos em K};

q

X = Z(—l)q#{ q — simplexos em K'}
q

De fato esses dois nimeros sao 0 mesmo € temos:
TEOREMA 1.1.
x=x"
O niumero x = x(|K|) é chamado caracteristica de Euler de |K]|.

Tal resultado é um teorema global, a soma de um conjunto de in-
variantes locais resulta em um invariante global. O nome caracteristica
de Euler é devido a Leonard Euler, que foi quem primeiro notou a
invariancia da soma alternada do nimero de simplexos para grafos
planares.

De maneira mais geral, se M é um poliedro compacto, definimos:
X(M) : =" (=1)"posto, Hy(M; Z)

= Z(_l)qbq

onde b, ¢ o g-ésimo nimero de Betti de M.
1
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Um dos mais belos resultados em geometria é o famoso Teorema de

Gauss-Bonnet. Em dimensao 2, ele pode ser enunciado como:

TEOREMA 1.2. Se M C R?® é uma superficie compacta. Entao:
27 x(0) = [ (o)
M

onde k(p) denota a curvatura Gaussiana em p € M.

Claramente a curvatura nao é um invariante topoldgico, mas o teo-
rema nos diz que a totalidade desses invariantes locais é, de fato, um
invariante topolégico.

Na analise complexa encontramos integrais de linha e, consequente-
mente, o indice de uma curva.

Seja v : [0,1] — R? — {0} uma curva fechada suave. Definimos o

indice de v como
1 dz

L=— [ —.
K 2mi ), z
TEOREMA 1.3. Para toda curva fechada suave ¢ homotdpica a v,
temos

L =1 (c).

Suponha que M é uma variedade orientavel suave e compacta e
que v é um campo vetorial suave em M com zeros isolados (portanto
em numero finito). Por um momento assuma que estamos em algum
espaco Euclidiano e que 0 é um zero isolado de v. Entao, tomando um
pequeno disco de raio € ao redor de 0, vemos que o bordo S, desse disco é
homeomorfo & esfera e para todo = € S, a aplica¢ao = — v(z)/||v(x)||
produz um inteiro, dado pelo seu grau. No caso geral, usando uma
parametrizacao local, obtemos um indice inteiro i, associado a cada

zero x. O teorema de Poincaré-Hopf diz que:

TEOREMA 1.4.
X(M) =",

onde x percorre o conjunto dos zeros de v.
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Nosso primeiro objetivo é apresentar o seguinte teorema de Lefschetz-
Hopf.

TEOREMA 1.5. Se X é um poliedro conexo e compactoe f: X — X
¢ uma auto-aplicacao tal que f tem somente pontos fixos isolados, cada

um deles no interior de simplexos maximais. Entao
L(f) =) I(f )

onde L(f) denota o nimero de Lefschetz e I(f,x;) é o indice de pontos

fixos de f no ponto fizo isolado x;.

Veremos que I(f,z;) é definido em uma pequena vizinhanga U; de
x;. De fato, se I(f,x;) # 0 entao qualquer aplicacdo homotdpica (por
uma homotopia compactamente fixada) a f (relativamente a X — U;)
terd um ponto fixo em Uj.

Em razao desse teorema, L(f) # 0 implica que Fizf = {z €

X|f(x) =z} é nao vazio.
2. Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O teorema do ponto fixo de Lefschetz-Hopf nao é o primeiro teorema
de ponto fixo topoldgico desse tipo.

Nos cursos de calculo vemos o resultado abaixo, conhecido como
teorema do Valor Intermediario, devido a B. Bolzano, que o provou em
1817.

TEOREMA 2.1. Seja f : [—1,1] — R uma fun¢ao continua tal que
f(=1) < 0 e f(1) > 0. Entdo existe um ponto ¢ € [—1,1] tal que

f(c)=0.

O Teorema do Valor Intermadidrio (T'VI) é um resultado topolégico
sobre a reta real. Podemos obter a versao unidimensional do teorema

do ponto fixo de Brower a partir do TVI.

TEOREMA 2.2. Seja f : [-1,1] — [=1,1] wma funcao continua.
Entao existe ¢ € [—1,1] tal que f(c) = c.
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DEMONSTRAGAO. Seja h(z) =x — f(x). A aplicagdo h é continua
em [—1,1]. Se f(1) =1 ou f(—1) = —1 entao nada temos a provar.
Suponhamos f(1) # 1 e f(—1) # —1, entao h(—1) < 0 e h(1) > 0.
Pelo TVI existe ¢ € [—1, 1] tal que h(c) =0, i.e., f(c) = c. O

O resultado seguinte é o teorema do ponto fixo de Brouwer, em sua

versao n-dimensional, provado por L.E.J. Brouwer (1912).

TEOREMA 2.3. Se D™ denota o n-disco fechado em R™ e f: D" —
D™ € uma aplica¢ao (continua). Entao existe um ponto xy € D™ tal

que f(xg) = .

Em 1931, K. Borsuk observou que o Teorema 2.3 é equivalente ao

seguinte teorema (da ndo retragdo).

TEOREMA 2.4. Nao existe uma aplicacao continua v : D™ — 9D"
com r(z) = = para todo x € D™ onde D™ = S"1 € 0 bordo de D".

Provaremos, agora que o Teorema 2.3 é equivalente ao Teorema 2.4.

Teorema 2.3 = Teorema 2.4

DEMONSTRAGAO. Supondo que exista r : D" — 9D™ tal que

r|opn = idgpn. Sejai: dD™ — D™ a inclusao. Entao,
(roi)(x)=r(x)=2x

e a composta (r o) é a identidade em 9D".
Como 9D" = S"'e H, ((S" ') 2 7Z,

id=(roi),: H,1(0D") — H,_1(0D")

¢ nao nula. Além disso, o seguinte diagrama

(roi)«

H,_(0D" H,_(0D"
\Z* 7‘*/‘
H, 4(D")
¢ comutativo com H,_1(D") = 0 e assim 7, 04, = (r 01), serd o

homomorfismo nulo o que contradiz o fato de (r o), = id. Logo r nao

pode existir. O
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Teorema 2.4 = Teorema 2.3

DEMONSTRAGAO. Supondo que exista uma aplicagao f : D" —
D™, sem pontos fixos, i.e., uma aplicagao tal que f(z) # x para todo
x e D"

Definimos g : D™ — 0D"™ que leva x ao ponto de interseccao entre
0D™ e a semi-reta com inicio em z e que passa por f(z). (Veja a figura

abaixo.)

g(x)

Ficura 1

A aplicagdo g é continua e g(z) = x para todo x € dD™ o que
contradiz o Teorema da nao retracao (2.4) e assim segue o Teorema
2.3. O

O Teorema do ponto fixo de Lefschetz (Teorema 1.5) generaliza o
teorema do ponto fixo de Brouwer pois L(f) = 1 para toda f : D" —
D" dado que H,(D™) = 0, exceto quando g = 0.

A seguir discutiremos indice de pontos fixos.
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3. Indice de Pontos Fixos

Dada uma aplicagao ¢ : S™ — S™, o grau de ¢, denotado deg p, é

o0 Unico inteiro tal que para todo z € H,(S™) = Z,

¢i(x) = degp - .

Onde ¢, : H,(S™) — H,(S™) é o homomorfismo induzido em homolo-
gia com coeficientes inteiros.

Suponha que xy é um ponto fixo isolado de f. Escolhendo um disco
fechado D centrado em xz tal que Df N Fizf = {x¢}. Para todo
x € 0Dy, f(x) # x e podemos definir

pla) = L
|z — f ()]
Temos que ¢ : S" ' ~ 9Dy — S™! ¢ uma aplicacdo continua. Entao
definimos o indice de ponto fizo, I(f,xo), de f em zy como o inteiro
deg .

Antes de falarmos de uma defini¢cao geral de indice de pontos fixos,

relembraremos alguns fatos. Dado um par (X, A), temos a seqiiéncia

longa de grupos de homologia
w— H, (X, A) - Hy(A) - Hy(X) - Hy(X,A) — Hy 1 (A) — ..

Em particular, se X = D" e A = 90X = S"! temos que para q # 0,
H,(D") = 0 e da seqiiéncia longa resulta H,(D",0D™) = H,_1(0D")
se ¢ > 1. Como H, 1(0D™) = 0 exceto para ¢ = n segue que

H,(D",0D™) = H,_(0D") = 7.

Observe que o par (R",R™ — {0}) tem o mesmo tipo homotépico que
(D™, 0D™) e entao H,(R",R" — {0}) = Z.

3.1. Definicao de I(f,U) em R". Como estamos trabalhando
com poliedros compactos os quais podem ser mergulhados em R" para
algum n, assumiremos que f estd definida em um subconjunto aberto

de um espaco Euclidiano.
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Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f : U — R" uma aplicacao.
Assumindo que Fixf é compacto em U. Entao o indice de ponto fixo
de f é o inteiro I(f,U) € 7Z tal que

(i = f)slor) = I(f,U) - 09

ondei:U — R" (i—f).: H,(U,U—-Fizf) — H,(R",R*"—{0}) £ Z,
orp € H,(U,U—Fixf) ¢é a classe fundamental de homologia ao redor de
F=Fizfeoyse H,(R",R"—{0}) é a classe fundamental ao redor da
origem {0}. Note que se F' = Fixf = {xy} consiste de um tinico ponto
entao I(f,U) = deg(i — f), nesse caso denotamos I(f,xg) := I(f,U).
Nos casos que estudaremos Fizf sera um conjunto finito de pontos

fixos (isolados).

3.2. Propiedades Basicas de I(f,U). Seja f : U — R" ou f :
U(C X) — X uma aplicagao, onde X é um poliedro (assuma que Fizf
é compacto em U).

(1) Se I(f,U) # 0 entao f tem um ponto fixo em U.

(2) (Invariancia homotépica) Se H : U x [0,1] — X é uma homo-

topia tal que | J, FizH, C U é compacto entdo
I(Hy,U) = 1(H,U).

OBSERVAGAO 3.1. A condigao de compacidade de |, FizH, em U
nao pode ser removida. Por exemplo, seja U um disco unitario em
X =R?e f:U — X aaplicagio constante na origem (0, 0). Definindo
Hy(z) = (¢,0),0 < ¢ < 1. Observamos que I(f,U) =1 mas FixH; =)
entao I(Hy,U) = 0. Aqui |, FizH, nao é compacto em U. (Veja

figura abaixo.)

(3) (Aditiva) Suponha que Uy, ..., U, sdo subconjuntos abertos mu-
tuamente disjuntos de U e que Fizf C JU;. Se f; = f|y,. Entao,

f(f,U)ZZI(fjan)
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Nt SN

FIGURA 2

(4) (Multiplicativa) Dadas f : U — X e g : V — Y, considere a

aplicacao produto
fxg:UxV(CXxY)— X xY.

Entao,
I(fXg,UXV):](f,U)I(g,V)

(5) (Comutativa) Sejam U e V subconjuntos abertos de X e de YV’
respectivamente. Dadas duas aplicagoes f : U — Y eg: V — X.

Considere as aplicacoes
gof:fH (V)= X, [fog:g'(U)—Y.
Entao Fiz(go f) é homeomorfo a Fiz(fog)e

Igof, (V) =1I(fog,g ' (U)).

Dizemos que uma aplicagdo f : U (subconjunto aberto de X) — X
é compactamente fixada se Fixf é compacto em U. Uma homotopia
{H,} : U — X é compactamente fizada se (|J, FixH,) é compacto em
U.

(6) (Remogao local) Suponha que f tenha um ponto fixo isolado
xg tal que I(f,Uy) = 0 para alguma vizinhanca aberta Uy de x, tal que
Fixf NUy = {xo}. Para cada vizinhanga aberta V' de xg com V' C U,
existe uma aplicacao g : U — X compactamente fixada, homotdpica a
ftalque g=fem U —V e Fixg = Fixf — {xo}.
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Note que pela propiedade aditiva do indice de ponto fixo, se W é
um conjunto aberto tal que Fizf C W C cl(W) C U entao I(f,U) =

DEFINIGAO 3.1. Seja f : X — X uma auto-aplicacdo de um
poliedro conexo e compacto X. Para cada ¢ > 0, o grupo de homologia
com coeficientes racionais H,(X;Q) é um espaco vetorial de dimensao
finita sobre Q e o homomorfismo induzido f,, : Hy(X;Q) — H,(X;Q) é
uma transformacao linear cujo trago tr f,, estd bem definido. O ntimero
de Lefschetz L(f) de f é definido como sendo o ntimero

L(f) =) (=1)%rfuy.
q=0

Note que nao segue da definicdo que L(f) é um inteiro, mas uma
conseqiiéncia do teorema de Lefschetz-Hopf implicara que L(f) € Z.

A préxima propriedade é o proprio Teorema de Lefschetz-Hopf.

(7) (Normalizagao)

L(f) = I(f, X).

Em particular, se f tem zy,...,z; como pontos fixos (isolados),

entao

L(f) = ZI(f, ;).

OBSERVAGAO 3.2. As propriedades (1) - (5) e (7) caracterizam
o numero de Lefschetz. Ou seja, qualquer funcao, com valores nos
inteiros, que satisfaca tais propriedades coincide com o indice de pontos

fixos.

Existe uma prova recente do teorema de Lefschetz-Hopf feita por
M. Arkowitz e R.F. Brown, “The Lefschetz-Hopf theorem and axioms

2

for the Lefschetz number,” Fized Point Theory and Applications, 1
(2004), 1 - 11.

Seja X um espaco topoldgico com o tipo homotépico de um C'W-
complexo finito e conexo. Se A é uma funcao com valores nos reais tal

que
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(1) (Homotopia) Se f,g: X — X sao aplicagoes e f ¢ homotopica
a g, entao A(f) = A(g).

(2) (Cofibracao) Se A C X ¢é um subpoliedro e dado o seguinte

diagrama comutativo

A X X/A
S I T
A X X/A

entao

AC) = AU) + ALS)-

(3) (Comutatividade) If f : X — Y g : Y — X sdo aplicagoes

entao
A(fog)=Agof)

(4) (“Buquet” de circulos) Se

k k
1=\ Si= Vs
j=1 j=1
é uma aplicacao, k > 1 entao

A(f) = —(deg f1 + ...deg fi)

_ . ql kE o1 Ak 1 4 S
onde f; =po foe,e : S} — \/ij e p;: \/ij — S} é a projecao
canonica.

O resultado seguinte é devido a Arkowitz e Brown.

TEOREMA 3.1. Se X satisfaz os aziomas (1) - (4) entio A = L
onde L(f) == L(f) — 1 é o naimero de Lefschetz reduzido.

Agora, provando que I := I —1 satisfaz os axiomas (1) - (4), segue
a propriedade da normalizacdo. Aqui I(f, X) :=I(f,X)—1é o indice

de ponto fixo reduzido.
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4. A idéia de Lefschetz

Como podemos provar o teorema do ponto fixo de Lefschetz-Hopf?
S. Lefschetz inicialmente anunciou (1923) seu teorema do ponto fixo
para auto-aplicagoes de variedades compactas. Como ele teve a idéia
de seu numero?

Seja M uma variedade diferenciavel, conexa, compacta e orientavel.
Denotaremos por Ay, a diagonal de M em M x M, ie., Ay =
{(z,z)|lx € M} € M x M. Dada uma auto-aplicagao f : M — M,
consideramos a aplicacdo 1 x f: M — M x M dada por (1 x f)(z) =
(z, f(x)).

A imagem de 1 x f é, simplesmente, o grafico da f.

1xf

FiGura 3

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que f é diferenciavel e
que o grafico de f e Ay, s@o transversais. Note que em uma interseccao
(x,x), o ponto x é um ponto fixo de f. Ou seja, os pontos fixos de f

sao as intersecgoes do grafico da f com a diagonal A,,.
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1xf

FI1GURA 4

A cada interseccao (transversal) (z, z) podemos atribuir um nimero
de interseccao L,(f) € {£1} (também chamado de ntmero de Lef-
schetz local da f em x). Temos assim que o nimero de Lefschetz é,
simplesmente, a soma dos nimeros de Lefschetz locais, i.e.,

L(f)y= ) L)
zeFizf
Como podemos ver, a definicao do niimero de Lefschetz resgata essa

interpretacao geométrica de pontos fixos, vistos como intersecgoes.



Segunda Parte

5. O Teorema do Traco de Hopf

Seja X um poliedro compacto. Como X é compacto, existe so-
mente um numero finito de simplexos. Suponha que zy é um ponto
fixo isolado de uma auto-aplicacao f que pertence ao interior de um
simplexo maximal . Usando aproximacao simplicial, podemos supor
que f é simplicial, ou seja que f leva um simplexo em um simplexo.
Como f(xg) = x¢ e 0 é maximal, temos que f(c) C o. Por outro lado,
se 0/ é um simplex tal que f(o’) C o', entdo pelo teorema do ponto
fixo de Brouwer 2.3, f tem um ponto fixo em o’.

Denotando por C,(X;Q) o espaco vetorial sobre Q, de dimensao

finita gerado pelos p-simplexos orientados de X. A aplicacao f induz
fap 1 Cp(X5Q) — Cp(X;Q)

a qual é uma aplicagao de cadeia do complexo de cadeia {C,(X;Q), 0},
onde 0 é o operador bordo usual.
Se o¥ ..., ag(p) sdo os p-simplexos orientados, eles geram C,(X; Q)

e portanto a aplicagao induzida fy, é dada pela matriz (a;;) com

k(p)

Fap(o?) = ago?.
=1

Em particular, se a;; # 0 para algum ¢ entao f tem um ponto fixo em

P
o; .

Definimos

(5.1) Tr(fy) =Y (=) (fu)-
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Lembramos da Definicao 3.1 que o ntimero de Lefschetz é definido

de maneira parecida, em homologia, especificamente,

L(f) =Tr(f) =D _(=1)%r(fuy)-

Para enunciar e provar o teorema do traco de Hopf, precisaremos do

seguinte resultado, que pode ser demonstrado usando-se dlgebra linear.

LEMA 5.1. Sejam A, B e C' espagos vetoriais de dimensao finita

sobre um corpo k tais que
0—-A—-B—-C—0

¢ exata. Dado um diagrama comutativo

0 A B C 0
ea| | e
0 A B C 0

temos que

trop = trpa + troe.
Agora o teorema do traco de Hopf.

TEOREMA 5.1.
Tr(fy) ="Tr(f) = L(f).

DEMONSTRAGAO. Sejam Z; e B; os i-ésimos ciclos e os i-ésimos

bordos em C; = C;(X; Q). Usando a aplicacao bordo 0; temos que

¢é exata.
Como f4 ¢ uma aplicacao de cadeia, temos o seguinte diagrama

comutativo.

0 Zz Cz —_— Bi—l — 0

f#i‘Zil f#zl f#i—l‘Bi_ll

0 Zz Cz —_— Bi—l — 0
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E o Lema 5.1 implica que

tr(f#i) = tr(f#i|Zi) + tr(f#i—1|Bi—1)'

Pela definigdo de homologia H; = Z;/B; e portanto o seguinte dia-

grama ¢ comutativo.

f#i|Bil f#zi f*zl
Pelo Lema 5.1, temos
tr(fui) = tr(failz) — tr(fals,)-

Suponha que dim X = n. Entao, por um lado,

n

Tr(fe) =Y (=1)"x(f4)

n

[(=D)%r(faalz,) + (=1)"tr(fag1l5,,)].

q=0

E pelo outro, temos

Tr(f.) = ) _(=1)%r(f.q)

>

q=0

Z[(_l)qtr(f#q|Zq) + (_1)q+1tr(f#q|3q)]'
q=0

Como B_; =0, temos

n

Tr(fe) =Y (=1)"x(fuqlz,) +Z DT r( faql5,)-
q=0

q=0

Similarmente, B, .1 = 0, entao

Tr(f) = S (-1 Fpal) + 3 (1) tx( gl )
=Tr(fu).
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Como uma conseqiiéncia imediata do teorema do traco de Hopf,

temos

TEOREMA 5.2. Seja f : X — X uma auto-aplicagao de um poliedro

conexo e compacto. Se L(f) # 0 entao f tem um ponto fizo.

6. O teorema do ponto fixo de Lefschtez-Hopf

O Teorema do ponto fixo de Lefschetz-Hopf diz mais do que o Teo-

rema 5.2.

TEOREMA 6.1. Seja X um poliedro compacto e conexo. Suponha
que f: X — X é uma aplicagao com um numero finito de pontos fizos
cada um deles contido no inteiror de um simplero mazximal. Entao

L= % 10w
r,€Fixf

Em particular, L(f) € Z.

DEMONSTRAGAO. Seja zg € |o| um ponto fixo isolado no interior
de um simplexo maximal ¢, Como podemos supor que f é simplicial,
temosf(|o|) C |o|. Let p = dimo. A contribui¢ao de xy para o trago

f4#p €, simplesmente, o indice de ponto fixo da f em . (l

O fato do nimero de Lefschetz ser sempre um inteiro ainda nao é
evidente, a menos que f satisfaca as hipdteses do teorema. O préximo
resultado, também conhecido como construgao de Hopf (veja [1]), nos

garante exatamente isso.

TEOREMA 6.2. Seja f : X — X wma aplicacio em um poliedro
conexo e compacto X . Para todo € > 0, existe uma aplicagao f': X —
X tal que (1) d(f(x), f'(x)) < € para todo x € X onde d é a métrica
em X; (2) f' € homotopica a f; e (3) #Fixf' < 0o e cada ponto fixo

de [’ estd contido no interior de um simplexo maximal.

Por definicao o niimero de Lefschetz é de natureza homoldgica, as-

sim sendo é um invariante por homotopia. Ou seja, se f é homotopica

a f" entdao L(f) = L(f').
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Vejamos como podemos calcular o nimero de Lefschetz. Como um

exemplo simples tomaremos auto-aplicagoes da esfera.

EXEMPLO 6.1. Seja f : S™ — S™ uma auto-aplicagao onde S™ é a
esfera n-dimensional unitaria com n > 1. Se usarmos homologia celular
podemos decompor S™ = {eg} U {0} como a unido de duas células,

uma de dimensao 0 e outra de dimensao n. Note que

0, sei#0,n;
Z, c.c.
Temos entao que f.,o = id e assim tr(f,) = 1. O homomorfismo

fan : Z — 7Z é uma 1 x 1 matriz e entao tr(f,,) = deg f. Portanto
L(f)=1+(—1)"deg f.

7. O Teorema de Borsuk-Ulam

Nessa secao usaremos o numero de Lefschetz para construir uma

prova, curta, do classico Teorema de Borsuk-Ulam.

TEOREMA 7.1. Se f : S? — R? € uma aplicacio. Entdo existe um
ponto z € S? tal que f(2) = f(—2) onde —z denota o ponto antipodal

de z.

Se escrevermos f(z) = (h1(2), ha(z)) podemos interpretar o teorema
7.1 como segue:

Em cada momento dado, existe um local z na Terra (S?) cuja tem-
peratura (hy(z)) e pressao atmosférica (hy(z)) sdo as mesmas que em
seu ponto antipodal —z.

Nossa demonstragao usard a nocao de agao de um grupo em um

espago topoldgico.

7.1. G-espacgos e G-aplicagoes. Seja G um grupo finito. Uma

G-a¢ao em um espago topolégico X é uma aplicagao continua

P:GxX—-X
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tal que (i) ®(e,x) = z para todo = € X onde e € G denota a unidade;
(ii) se escrevermos gr := ®(g,r) entdo para quaisquer gi,go € G e
r e X,
91(g22) = (9192)(2)
ou
P (g1, (g2, 7)) = P(9192, 7).

Nesse caso X é chamado um G-espaco.

Uma applicacao ¢ : X — Y entre dois G-espagos ¢ dita uma G-
aplicagdo (ou uma aplicacdo G-equivariante) se para quaisquer g € G
ex € X,

p(gz) = gp(x).
Equivalentemente, se ®; : G x X — X e &y : G XY — Y sao as

respectivas agoes, entao

o(P1(g, 7)) = Pa(g, p(x)).

Voltando ao contexto do teorema de Borsuk-Ulam.

Tomamos G = Z, agindo em S? e R? pela acao antipodal. Em
outras palavras, G é constiuido de dois elementos - um ¢ a identidade
e o outro a aplicacao antipoda.

Para cada [ : S? — R? definimos ¢ fazendo

p(z) = f(z) = f(=2).
Escrevemos G = Zy; = {+1}. Note que

p(—2z) = f(=2) = f(z) = —¢(2)
portanto ¢ é uma Zsy-aplicagao.
Usando a linguagem de G-espacos e G-aplicagoes, podemos re-
escrever o classico teorema de Borsuk-Ulam. O enunciado abaixo é

equivalente ao Teorema 7.1.

TEOREMA 7.2. Para qualquer Zs-aplicagio ¢ : S* — R? (com a
acdo antipodal em S* e R?), existe um ponto z € S* tal que ¢(z) = 0.

FEquivalentemente, nao existe Zy-aplicacao de S* em R* — {0}.
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DEMONSTRAGAO. Supondo ¢~ 1({0}) = 0. Entao ¢ é uma aplicagao
de S% em R? — {0}.

Observe que R?—{0} tem o mesmo Z, tipo homotépico que o circulo
unitério S'. Na realidade, S* é um retrato forte por deformacao, Z,-
invariante de R* — {0}. Para ver isso tomamos uma Zs-retracio de
R? — {0} em S', que leva o ponto z em um ponto de S* radialmente.
Especificamente, se z esta no interior do circulo unitario z é levado em
S1 percorrendo a semi-reta com inicio na origem e que passa por z. Se
2 estd no exterior do circulo unitério, z é levado em S! retraindo-se
sobre a semi-reta com inico em z e que passa pela origem. (Veja a

figura abaixo.)

FIiGURrA 5

Como S! com a acao antipodal é um G-subespaco de S?, conside-

ramos a aplicagao composta
Y 58? L R2— {0} ~y, ST S

Tomada como uma auto-aplicacdo de S?, o nimero de Lefschetz de ¢

¢ dado por
L(v) =1+ deg.

Além disso, v se fatora através de S' e Hy(S') = 0, o que garante que
deg ) = 0 e portanto L(¢) = 1.

Um exame mais cuidadoso da construcao de Hopf (Teorema 6.2)
permite construir um analogo equivariante, i.e., toda G-aplicacao pode

ser deformada equivariantemente a uma G-aplicagdo com um nimero
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finito de pontos fixos. Note que se zy é um ponto fixo de v entao
W(—z0) = —1¥(20) = —20 € entdo —zy também é um ponto fixo de ).
Agora, pegamos uma vizinhanca euclidiana Uy de 2y que nao contenha

outros pontos fixos. (Veja figura abaixo.)

FIGURA 6

Como ) é uma Zy-aplicacao, —(i—v¢)(2) = ¥(z) —z = (i —Y)(—=2).
A aplicacao antipoda é um homeomorfismo e tem grau nao nulo. Segue

da propriedade comutativa do indice de ponto fixo que

I(Y, z0) = (¢, —20).

O conjunto de pontos fixos da 1 pode ser descrito como Fixy =

{20, £21,..., L2} e a propriedade da normalizacao nos garante que
L) =D I(,+2) =23 I(4), z).

Logo, L(1)) é, necessariamente, divisivel por 2. Claramente 2 nao divide

1 e temos uma contradicao. 0

OBSERVAGAO 7.1. Na realidade, se G é um grupo finito agindo
livremente e simplicialmente em um complexo simplicial finito X, entao
para toda f : X — X, |G| divide L(f). Uma acao ser livre significa
que para todo = € X, G, := {g € G|gx = x} é o subgrupo trivial.
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F1GUuRrA 7

8. Um Exemplo Simples

Seja X a ‘figura oito’. (Veja figura abaixo.)

O grupo fundamental de X com ponto-base xy é
m (X, z) = (o, 0) 2 Z * L.

Que ¢ isomorfo ao grupo livre em dois geradores. Por outro lado, em

dimensao um, sua homologia com coeficientes inteiros é dada por:

Hi(X)=ZoZ=(a)® (B)
onde @& é a imagem de o em Hy = my/[my, m].

Seja f : X — X uma aplicagao tal que fy(a) =a?e fu(B8) ="

de forma que f tenha dois pontos fixos xg e y.

Entao tr(f.) =1e
2 0
fr = (0 —1>

pois fu(a) =2a e fu(B) =—0.

Segue que

L(f)=1—te(fu)=1—(2—1)=0.
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Veremos que o nimero de Nielsen N(f) é igual a 2 e portanto para
qualquer aplicacao f’ homotopica a f, Fixf’ # (). Mais precisamente,
os pontos fixos z( e y de fato, pertencem a duas classes de pontos fizos
diferentes. Uma delas tem indice I(f,y) = +1 e a outra tem indice
I(f,zg) = —1.

Esse exemplo mostra que a reciproca do teorema de Lefschetz nao é
verdadeira em geral, i.e., L(f) = 0 nao ¢ suficiente para que possamos
remover todos os pontos fixos por homotopia. Essa é a principal idéia
da teoria de ponto fixo de Nielsen.

Dada uma aplicacao f : X — X tal que Fixzf # (0. Dois pontos
fixos x,y € Fixf sdo Nielsen equivalentes (como pontos fixos de f) se
existe uma curva C': [0,1] — X,C(0) = z,C(1) =y tal que foC ~ C

relativamente aos pontos extremos. (Veja figura abaixo.)

C

f(©

FI1GuURrA 8

Isso produz uma relacao de equivaléncia em Fizf e as classes de
equivaléncia sao chamadas classes (de pontos fizos) de Nielsen. Como
Fixzf é compacto, existem apenas um numero finito de tais classes.
Dada uma classe de pontos fixos F, o indice de pontos fixos I(f, F) :=
I(f,U) estd bem definido, onde U ¢é uma vizinhanga de F tal que
UN Fizf = F. A classe F é dita essencial se I(f,F) # 0, caso

contrario ela é dita inessencial.

DEFINIGAO 8.1. O ntimero de Nielsen de f é defino como

N(f) = #{FII(f, F) # 0}.
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Ou seja, o nimero de Nielsen é, simplesmente, o niimero de classses de

Nielsen essenciais.

Voltando ao exemplo da ‘figura-oito’, mostraremos que xy e y per-
tencem a classes de Nielsen distintas. Para ver isso, seja u o arco de xg
até y (pelo lado direito da figura). Suponha que w é uma curva de x

até y tal que w ~ fow. Sejay = [wu'] € 7 (X, z0). Entao
WBfu() ™" = [wu B f ou][fow™] = 1.

Em Hy, v8fu(y)"! se projeta em 4 + 3 — f.1(¥). Suponha § =
a@ + b3 para algum par a,b € Z. Temos entdo

) ()6 %)) o2)- )

Mas 20+ 1 # 0 pois b € Z. Logo, v3fx(v)~* nao pode ser homotGpico
ao lago trivial ou, equivalentemente, z( e y nao sao Nielsen equivalentes

como pontos fixos de f.
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9. Teoria de Pontos Fixos de Nielsen

A partir do exemplo simples visto anteriormente, percebemos que
a idéia de classes de pontos fixos pode ser usada para explicar um
comportamento mais sutil do que o detectado pela teoria de Lefschetz.
Lembramos que o niimero de Nielsen é o niimero de classes de Nielsen
essenciais. Nessa secao discutiremos algumas propriedades basicas do
numero de Nielsen.

(1) 0 < N(f) < #Fixf.

Por definigdo N(f) é um inteiro nao negativo. Como cada classe
de Nielsen contém pelo menos um ponto fixo de f, temos que N(f) <
#Fixf.

(2) Se f" ~ f entao N(f') = N(f).

Para mostrar que o nimero de Nielsen é um invariante homotopico
tomamos { f;} como uma homotopia tal que fo = f e f; = f’. Conside-
ramos a aplicacdo F' : X x [0,1] — X x [0,1] dada por F(z,t) =
(i), 1),

Note que (x,t) € FizF se, e somente se, x € Fizf;. Sejam F uma
classe de pontos fixos de F' que contém (z¢,0); Fo = F N (X x {0})
e Fi = FN(X x {1}). Além disso, denotaremos Fq = pri(Fy) e
Fy = pri(F1) onde pry é a projegao sobre X.

Observe que Fy é uma classe de pontos fixos de fy e F; é uma classe
de pontos fixos de f; (com a possibilidade de ser vazia).

Pela invariancia homotdpica do indice de pontos fixos, temos que

](f()aFO) = [(f17F1>‘
25
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T

X x [0, 1]

FiGura 9

O que implica que N(f) é um invariante homotépico. Diferentemente
do ntimero de Lefschetz L(f), que quando ndo é nulo implica na ex-
isténcia de algum ponto fixo, N(f) pode garantir a existéncia de um
certo numero de pontos fixos desde que sejamos capazes de calcular
N(f). Originalmente, J. Nielsen usou essa idéia de classes de pontos
fixos para estudar automorfismos de superficies.

O seguinte resultado, de F. Wecken, transformou o nimero de

Nielsen em um importante objeto de estudo.

TEOREMA 9.1. Suponha que X é uma variedade triangulada, conexa
e compacta de dimensao pelo menos 3. Para toda f : X — X, existe

uma aplicagao f' homotdpica a f tal que #Fixf' = N(f).

DEMONSTRAGAO. (Idéia) (1) Deforme f para f; tal que #Fizf; <

(2) Se x € Fixf tem indice 0 entdo podemos remover x localmente,
i.e., existe fy ~ fi tal que para todo y € Fixfo, I(fa,y) # 0.

(3) Suponha que z e y pertencam a mesma classe de Nielsen, i.e.,
existe uma curva C': [0,1] — X, C(0) = z,C(1) = y tal que foC ~ C.
Escolha uma vizinhanga contractil U de C' (Podemos assumir que U
nao contém outros pontos fixos). (Veja figura abaixo.)

Deforme f, para fj relativamente a X — U de maneira que Fizf) =
Fixfy — {y}. (Note que o indice local de f§ em z ¢ diferente do de fo

no mesmo ponto.) Repetindo esse processo um numero finito de vezes
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Ficura 10

chegaremos a uma aplicacao ' ~ f para a qual cada classe de Nielsen

de f’ tem exatamente um ponto fixo que terd indice nao nulo. O

Na pratica precisamos utilizar técnicas algébricas para calcular N(f).
Apresentaremos, a seguir, a teoria de pontos fixos de Nielsen do ponto

de vista de espacos de recobrimento.

10. Abordagem por Espacos de Recobrimento

Seja X um poliedro conexo e compacto. Denotaremos por 7 : X —
X o recobrimento universal de X. Supondo que f : X — X é uma
aplicacao e sendo f : X — X um levantamento de f para o recobri-

mento universal, temos que

%

K

—>X
!

S

3
—

>

¢ comutativo.
O grupo das transformacoes de deck de 1 é o conjunto de todos os
levantamentos da identidade 1x. Denotaremos tal conjunto por Covn

(grupo das transformagoes de recobrimento).
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Escolhemos um ponto base # € X e um a € Covn. Pela unicidade
do levantamento, existe um tnico elemento a € Covn tal que
a(f(Zo)) = f(a(Zo)).
Olhando para a associacao a — & como ¢ : Covn — Covn. Temos
que

fa = o(a)f, para todo a € Covn.
Se 3 € Covn, entao

p(a)p(B)f = e(a)fB = (fo)8 = f(aB) = p(aB)f
o que implica que p(af) = p(a)p(B) assim ¢ é um homomorfismo de
grupo.
Note que se f(Z) = & entdo nf(Z) = ni e entdo ni = fn(i). Ou
seja, n(z) € Fixf. Logo, os pontos fixos dos levantamentos da f se

projetam sobre pontos fixos da f.

EXEMPLO 10.1. Tomando X = S' e assim X = R. Seja f: S* —
St definida como
Fle't) = im0,
Suponha que tenhamos fk(t) = —t+ kr onde k € Z. Entao fj, é um

levantamento de f se, e somente se, nfk(t) = fn(t) = €. O que
é equivalente a n(—t + kw) = e "e*™ = (™) o que é o mesmo que
dizer que k deve ser impar. Quando k =1, Fizf; = {5}. Para k =5,
Fizf; = {3}, Além disso,

nFizf; = {™?} = nFixfs
portanto, levantamentos diferentes podem produzir os mesmos pontos

fixos de f.
Em geral, se f é um levantamento e v € Covn entao
nFixf =nFiz(vfy™").
Isso é uma conseqiiéncia do fato que nz = nyx e que

F= (&) & vy (vE) = vi.
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Na realidade,
nFicf =nFicf = ' =~yfy"

para algum v € Coun.

Denotaremos por | f] a classe de equivaléncia que contém f pela
relacao

(Al =1l fa=7ir"
para algum v € Covn. Assim classes de levantamentos diferentes pro-
duzem diferentes pontos fixos de f. Especificamente temos que
Fixf = |_|77Fixf,
[f]

i.e., Fixf é a unidao disjunta da projecao dos pontos fixos de levanta-

mentos de clases de levantamentos distintas.

11. Classes de Reidemeister

Fixando um levantamento f , obtemos um homomorfismo ¢ : Covn —

Covn tal que
fv=0(Mf, for all v € Coun.
Como todo levantamento de f é da forma « 1, perguntamos quando
dois levantamentos pertencem a mesma classe de levantamentos. Se
a, 3 € Coun. Entao
laf] = [8f] & Bf =~(af)y™"  para algum v € Coun
& Bf =ya(fy™) =rap()'f.

Pela unicidade de levantamentos temos que

(11.1) lof] = [Bf] & B =vap((y)™

para algum v € Coun.

Mais do que isso, escolhendo pontos base apropriados, ¢ pode ser
identificada com f4 em m; (podemos também identificar C'ovn com 7).
A partir de agora escreveremos 7 para ambos, Covn e m(X).

Usando (11.1), definimos a a¢do de Reidemeister (de m em ) como

(11.2) voar yap(y)!
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As 6rbitas da agao (11.2) sao chamadas de classes de Reidemeister.
Segue de (11.1) que temos uma correspondéncia biunivoca entre as

classes de levantamentos e as classes de Reidemeister.

OBSERVACAO 11.1. Se escolhermos um levantamento f’ diferente e,
portanto, um homeomorfismo diferente ', teremos uma bijecao entre
as ¢-classes de Reidemeister e as ¢'-classes de Reidemeister, logo a car-
dinalidade de tais conjuntos é constante. Definimos R(y) como a car-
dinalidade do conjunto de p-classes de Reidemeister. R(y) é chamado
de numero de Reidemeister de ¢. O ntimero de Reidemeister de uma
aplicagao f, denoteado por R(f) é simplesmente R(y), ou seja, a car-

dinalidade do conjunto de classes de levantamentos.

11.1. Relacdo com N(f). Seja f um levantamento de f para o
recobrimento universal. Suponha que 71,7, € Fizf se projetam em
diferentes pontos fixos x1, z9 respectivamente. Escolhemos uma curva
C :[0,1] — X tal que C(0) = &,C(1) = &. Entdo C :=noC :
[0,1] — X é uma curva de z; até x5 e a curva f o C' se projeta sobre
a curva foC pois n(foC)=fonoC = foC. Olaco C(foC)!
se projeta sobre o lago C(f o C')~1. Como X & simplesmente conexo,
C(f o C)™" é trivial em 7 e assim C(f o C')~! é homotépico ao laco
trivial, i.e., f o C ~ C. Ou seja, x; e x9 sao Nielsen equivalentes.

¢ C

f(C)
Ficura 11

Reciprocamente, Suponha que zy,x2 € Fixf sao Nielsen equiva-
lentes, i.e., existe uma curva C de z; até x5 tal que foC ~ C. Seja f

um levantamento de f e T; € szf tais que 1(Z1) = z1. Levantamos
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C' a uma curva C' com inicio em #; e que termina em Zo. Entao f oC
se projeta sobre f o (C que é homotoépica a C'. Portanto, f o C também
termina em Iy e assim f(Zy) = .

Se tomarmos N (f) e R(f) denotando o conjunto de classes de
Nielsen e o conjunto de classes de Reidemeister respectivamente, entao

os argumentos acima mostram que existe uma injegao

N(f) = R(f)

O que implica que N(f) < R(f). E interessente distinguir as classes
(ndo vazias) de Nielsen das classes de Reidemeister. Denotaremos
nFixf uma classe de pontos fizos de f (que pode ser vazia). Essa classe
corresponde & classe de levantamento [f] e & classe de Reidemeister [1]
pois fixamos o levantamento f e consequentemente consideramos as
¢-classes de Reidemeister. Devemos destacar que R(f) nao precisa ser
finito quando N(f) < co. Por exemplo, se f = 1y entdo quaisquer dois
pontos (fixos por 1x) sdo Nielsen equivalentes, assim N(f) < 1. Mas
as classes de Reidemeister sao, simplesmente as classes de conjugacao.

Em particular, se 7 (X) é abeliano entao R(1x) = |m (X)|.

12. Calculo do niimero de Nielsen

Comecaremos com a seginte pergunta: Como calculamos o nimero
de Nielsen?

Existem algumas situacoes faceis: se f = 1x ou se X é simplesmente
conexo entao existe somente uma classe de Nielsen e N(f) < 1. Nesses
casos L(f) =0= N(f)=0ou L(f) # 0= N(f) = 1. Claramente, se
f =1x entao L(f) = x(X). Nesse contexto, o nimero de Nielsen nao
nos fornece mais informacoes do que o nimero de Lefschetz.

Em 1942, W. Franz provou que se X é o ‘lens space’ classico entao
para toda auto-aplicacao f : X — X, todas as classes de Nielsen tém
o mesmo indice de pontos fixos. Na realidade temos

(1) L(f) =0= N(f) =0 e nesse caso f ~ [’ com Fixf =0;

(2) L(f) # 0 = N(f) = R(f) = #Coker(1 — f.1).



32 TERCEIRA PARTE

Inicialmente relembraremos a definicao de ‘lens spaces’. Considere

a esfera 3-dimensional
53 = {(21, 2’2) € (C2||21|2 + |ZQ|2 = 1}

Se Z, ¢ o grupo ciclico de ordem p, com p um primo impar. Entao 7Z,

age livremente em S por

¢ (21, 22) = (C21,(22)

onde ¢ = €*>™/?. O espaco de 6rbitas S3/ Zy, =: Ly, é o ‘lens space’ com
m(L,) = Z,. A aplicagao canodnica n : S* — L, é um recobrimento
regular com p-folhas.

Considere um levantamento f, entao o diagrama

g3 L g8

nl ln
L, — L,
f

é comutativo. Para todo o € Couvn, noaf = fon. Como degn = p # 0,
temos que deg(af) = deg f. Logo, deg(af) é independente de av. por
um teorema classico de H. Hopf, concluimos que « f ~ f para todo .
Essa homotopia, por sua vez, implica que I(f,nFizaf) = I(f,nFizf)
entao se uma classe é essencial todas as classes serao essenciais e L(f) #
0= N(f) = R(f)

Se uma classe é inessencial todas as classes serao inessenciais, logo
L(f)=0= N(f)=0.

(Veja as figuras abaixo.)

A igualdade R(f) = #Coker(1 — f.1) é conseqiiéncia do fato de
que 7 é abeliano e portanto isomorfo a H;. Mais precisamente, como
m(X) = Hi(X), yap(y) ' =7+ a—fa(y) = a+(1- fa)(7). Aacio
de Reidemeister pode ser escrita como

vt (1 fa)(3)
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—  Lx[0,1]

FIiGUuRrA 12

Hl(X) - Hl(X)/Im(l - f*l) = COk?GT’(l - f*l)

Tal fenomeno influenciou B. Jiang (1963) a estabelecer as chamadas
condigoes de Jiang, sob as quais todas as classes de pontos fixos tém o
mesmo indice.

Definimos
J(X):={o €rmloa=ac paratodoa €me o~ 14}

Por defini¢ao, J(X) é um subgrupo central de 7 = Covn = m(X).
Um espago X é dito um espaco de Jiang se J(X) = m. Sendo f um
levantamento de f. Para todo a € 7, se J(X) = 7 entdo o ~ 15 e
entdo af ~ f. Logo, as classes de pontos fixos nFixaf e nFixf tém o

mesmo indice de pontos fixos. Dessa forma temos o seguinte resultado.
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TEOREMA 12.1. Suponha que um poliedro conexo e compacto X

seja um espaco de Jiang. Entao para toda auto-aplicagao f: X — X,
(1) L(f) =0= N(f) = 0;
(2) L(f) # 0= N(f) = R(f) = #Coker(l = f.a).

Espagos de Jiang incluem (1) espagos simplesmente conexos; (2)

(12.1)

‘lens spaces’ (ou ‘lens spaces’ generalizados); (3) grupos de Lie e H-
espagos; (4) espagos de classes laterais G/G( onde e G é um grupo de
Lie conexo e compacto e Gy ¢ um subgrupo conexo.

Enquanto a classe de espacos de Jiang contém varios espagos bem
conhecidos, qualquer X com grupo fundamental nao abeliano nao pode
ser um espaco de Jiang.

Como nosso objetivo é calcular N(f), os efeitos das condigdes de
Jiang podem ser obtidos se pudermos garantir que as classes de pon-
tos fixos sdo, ou todas essenciais (ou tenham o mesmo sinal) ou sado
todas inessenciais. Com isso em vista, B. Jiang obteve uma pequena

generalizacao.

TEOREMA 12.2. Sendo X um poliedro conexo e compacto com grupo
fundamental finito m = Covn. Se para cada o € w, 0o homomorfismo
induzido o, : Hy (X;Q) — H.(X;Q) for a identidade entdo para toda
f:X =X, (1) L(f) =0= N(f) =0; (2) L(f) # 0 = N(f) = R(f).

DEMONSTRAGAO. Seja f um levantamento de f. Sob essas hipSteses,
(af)s = f. e temos que L(af) = L(f). Note que o recobrimento uni-
versal X é também um poliedro compacto. O conjunto de pontos fixos
Fizf se projeta como uma classe de pontos fixos F de f. Logo, L(f) é
um miltiplo inteiro de I(f,F) tal que L(f) e I(f,F) tém o mesmo sinal.
concluimos, assim que todas as classes de pontos fixos tém indices de

pontos fixos com o mesmo sinal. ]

Quando 7 ¢ infinito e nao abeliano, o calculo, em geral, do nimero
de Nielsen ainda é um desafio. Recentemente alguns progressos foram

obtidos para espacos de classes laterais de um grupo de Lie conexos
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e compactos, bem como para certos espagos C-nilpotentes onde C é a
classe dos grupos finitos.

Chamamos X em espaco do tipo Jiang se as conclusoes do teorema
12.2 sao verdadeiras para todas as auto-aplicagoes de X.

Em 1984, D. Anosov mostrou que para qualquer auto-aplicagao f :
N — N de uma nilvariedade compacta N, N(f) = |L(f)|. Realmente,
podemos mostrar que nilvariedades sao espacos do tipo Jiang. Uma
nilvariedade compacto é o espaco das classes laterais G/T" onde G é
um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e nilpotente e I' é um
subgrupo discreto, assim G/I" é compacto. O exemplo mais simples de

tais espagos sao as 3-variedades de Heisenberg.

ExXEMPLO 12.1. Sejam

G:{(é(ggﬂa,b,ceﬂ%}

T={(81¢)a,b,cez}.

A operagao de grupo em G é a multiplicagao usual de matrizes. Como
grupo, G é nao abeliano e nilpotente e como espago topoldgico, G é
homeomorfo a R?. O espaco das classes laterais G/T" ¢ uma nilvariedade
compacta 3-dimensional. A mesma constru¢ao em dimensao 2 produz
o toro T? = R?/Z?. Nesse caso, m(G/T') 2 T ¢ nilpotente, finitamente

gerado e livre de torgao.

O teorema de Anosov teve como resultado varias generalizagoes e
outras investigacoes as quais tém um papel bastante ativo na pesquisa

atual em teoria topoldgica de pontos fixos.

OBSERVAGAO 12.1. O grupo J(X) também é conhecido como (primeiro)
subgrupo de Gottlieb.

Podemos notar que o grupo fundamental desempenha um papel
importante na teoria de pontos fixos de Nielsen. Os calculos neces-

sariamente envolvem 7 e espacos de recobrimento (universais). Por
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outro lado o nimero de Lefschetz é homolégico por natureza, sendo a
soma de todos os indices de pontos fixos de todas as classes de pontos
fixos. Portanto é desejavel encontrar um invariante que possa incor-
porar as informagoes, tanto homolégicas (Lefschetz) como geométricas

(Nielsen).



Quarta Parte

13. O trago de Reidemeister

Em 1936, K. Reidemeister estudou a teoria de pontos fixos de
Nielsen do ponto de vista algébrico, usando recobrimento universal.
Definiremos um tipo de ‘trago’ que é capaz de capturar ambos, N(f)
e L(f).

Sendo X um poliedro conexo e compacto e f : X — X uma auto-
aplicacao. Supomos que f : X — X é um levantamento de f. Notamos
que X herda uma estrutura simplicial de X. O complexo de cadeia
simplicial {C,,(X), d} estd definido e C,(X) é gerado pelos p-simplexos
orientados de X.

Novamente identificamos m = mX = Covn. Se a € me b € X
entdo o : 1 (b) — n~1(b). Mais precisamente, para todo par by, by €
n(b), existe um tnico o € 7 tal que by = a(b;). Podemos imaginar
Cp(f( ) como uma cole¢ao de m-equivariantes p-simplexos gerados pelos
p-simplexos de X. Como X é compacto, Cp()z' ) é um Zm-médulo livre
finitamente gerado. Onde Z7 é o anel de grupo sobre os inteiro de T,
i.e., um elemento tipico é da forma Y n,«, n, € Z,a € w e todos
exceto um numero finito dos n, sao zero. Uma Zm base para C'p()N( )
é uma colecao de p-simplexos 71, ..., 0 cada um correspondendo a um
p-simplexo distinto o; em X. Escolhendo uma Zx base, a aplicacao de

cadeia
f#p : CP(X) - CP(X)

tem uma matriz M, e o trago trM,, é um elemento do anel de grupo Zr.
Fixando um levantamento f , obtemos um homomorfismo ¢ : 7 — 7.

37
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Denotaremos por R[] o conjunto de dérbitas da acdo de Reidemeister
oea— cap(a) .

Seja p : m — R,[r| a projecdo nas orbitas, que podemos estender
linearmente para p : Zm — ZR,[r].

O Trago de Reidemeister de f (também conhecido como nimero de
Lefschetz generalizado) com respeito a f é dado por
(13.1) S(f, f) =D (-1)potrM,  €ZR,n].

q=0

Tal “traco”é definido no recobrimento universal, assim ele detecta
os pontos fixos dos levantamentos de f. Suponha que Z é um ponto
fixo de f que recobre o ponto fixo x de f. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que f tem somente um ntmero finito de pontos fixos,
cada um deles no interior de um simplexo maximal.

| 2

—_—

f
FIiGura 13

Como 71 é um homeomorfismo local, concluimos que

I(f,7) = I(f,x).

Lembramos que levantamentos da forma v fy~! também tém pontos
fixos que se projetam sobre z. Assim, passando para R.,[r], podemos
contar sua contribuicao para o trago uma unica vez.

Similarmente ao Teorema de Lefschetz-Hopf, temos a seguinte re-

presentacao do traco de Reidemeister, feita por Wecken.
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TEOREMA 13.1.
L(f, f) = Z i,p i, €L
PER[]
onde p € a classe de Reidemeister cuja classe de Nielsen correspondente

tem indice de ponto fizo i,.

Observe que se p corresponde a uma classe de Nielsen vazia entao

i, = 0. A representacao de Wecken do Teorema 13.1 implica que

N(f) = #{pli, # 0} e L(f) = Y i, Portanto, £.(f,f) captura
informagoes de N(f) e de L(f). Além disso, o trago de Reidemeister

tem o mesmo tipo de propriedades que o nimero (usual) de Lefschetz.

14. Um Exemplo

Vamos calcular o traco de Reidemeister para uma aplicacao do toro

bidimensional.

FIGURrA 14

Denotamos T2 = S' x S =R?/Z?, com grupo fundamental
()22 Z=(a) & (5).

Seja f : T? — T? uma aplicacao cujo homomorfismo induzido em
7, é dado por ¢ que leva a — (%207t e 3 +— Ba~!. Tomamos o levan-

tamento f : R? — R? dado pela aplicacao linear (*21 - ) Considere as



40 QUARTA PARTE

células:
éo = (0,0) él = (5,0),&2 = (0,1)

Z

FIGURrA 15

Entao

fao(€o) = €o;
fro(él) = —(Ba el + (1 + B)ét;
fao(6®) = —atel + a1é?
f#o(ég) = (Oé_l + Ol_lﬁ — 04_252)52.
Para verificar tais resultados considere as 1-células:
-1 -1 1 —1
Como — ’
2 1 0 2
Ficura 16
temos que

fp(el) = —(Ba el + (1+ B)et.

) i -1 -1 0 -1
De maneira analoga, = )
2 1 1 1
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AN

FiGura 17

de onde segue que

fao(8®) = —atel + a1é2.

Podemos determinar as imagens das 0-células e das 2-células de
maneira similar.

Portanto,

(14.1) £(f, /) = [ = (~[Fa T+ o D+ ([a ]+ [Ba™"] = [62a7?).

Agora a questdao é: (14.1) € a representagao de Wecken como no
Teorema 13.17
Precisaremos calcular as classes de Reidemeister em R [n]. Inical-

mente, notamos que

pla)=p3a"" e ¢(B)=pa"".

Como 7 é abeliano, se ¢ € m entao o = o™ F" para algum m,n € Z.
Logo,
cap(a) ™ = a™ B ap(a” ™3™
— amﬁnaﬁmeamﬁfnan
— an+15—2m
ou op(o)™t = anpgm,
O que significa que a unidade 1 e qualquer elemento da forma o™ 3P

estao na mesma classe de Reidemeister. Assim,

Roln] = {[1], [7]} = Zs.
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Além disso,

[Fa~ =[] =la""] = [a] = [#*a7]

[Ba™'] = [8].

Concluimos que

L(f, ) = [+ 5]

o que implica que L(f) =2 e N(f) = 2.

No caso de uma superficie orientével de genus g > 1, X = Y7,
m1(X) é gerado por 2g elementos que satisfazem uma relagao. Usando
derivada de Fox em anéis de grupos sobre os inteiros, E. Fadell e S.

Husseini calcularam o traco de Reidemeister, mostrando que

8,y = o1 = 3 220 4y

i

onde (ngfj@)) = J(p) é a matriz Jacobiana e A € Zr é tal que
A(VR) = p(VR)J(p), sendo R a relation.

A parte mais dificil desses calculos é obter a capacidade de exprimir
o traco de Reidemeister na representacao de Wecken, i.e., a capacidade

de distinguir classes de Reidemeister distintas.

15. Aplicagoes a Dinamica

Em sistemas dinamicos discretos, dado um homeomorfismo f :
X — X, sao estudados os pontos periddicos de f, i.e., pontos z tais que
f™(x) = x para algum inteiro positivo n. Em geral, os dinamicistas se
interessam pelo comportamento ‘a longo prazo’ de um sistema dinamico
e portanto no comportamento periddico de forma assintotica. Ao invés
de estudar Fizf™ para um n fixado, gostariamos de estudar todos os
pontos periodicos de uma vez. Para tanto precisamos ser capazes de

wisualizar todas as Orbitas peridédicas em um mesmo lugar.
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Sendo X um espago topoldgico e f : X — X uma aplicagao. O
‘mapping torus’ de f é o espago quociente

Ty =X x[0,00)/(z,s+ 1) ~ (f(x),s)

com z € X, s € [0,00).
Existe um semi-fluro natural em Ty dado pela aplicagao ¢ : Ty X
0,00) = Tf,1(x,5) = (x,s +t),Vt > 0.

FIGURA 18

Assim, se x € Fixzf" obtemos uma érbita fechada em T a qual
intercepta a seccao X x {0} n vezes (ndo em pontos distintos, a menos
que n seja minimal). Sendo I' := m(T}) temos que I' é uma extensao
de m = m X por Z. Especificamente, se f é um homeomorfismo, entao

[' admite a seguinte representacao:
I'=(m, z|lzz = z2fy(z),x € 7).

Em cada dimensao ¢, a aplicagao de cadeia celular f#q produz uma
Zm-aplicagao Fq e, portanto, uma matriz com respeito a uma base Zm

dada. Temos que

vafy(z) ' =p & wlaz Ve t=p2t
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i.e., az7 !t e Bz7! sao conjugados. O que significa que a conjugacao
(torcida via fx) em 7 torna-se a conjugacao normal em I'. Ou seja, é
equivalente considerarmos as classes de conjugagao em I' ou as classes
de Reidemeister em 7. Sendo I'. o conjunto das classes de conjugacao

em I', podemos, entao, definir

(15.1) Sr(f, f)=> (~1)iprotr(zF,)  €ZI,
q=0
onde pr : ' = I'. é a projecao canodnica.

Analogamente, para as iteradas ", temos

(15.2) Sr(fr 1) =Y (—1)%protr(zF,)"  €Zl..
q=0
Observe que todos os tracos de Reidemeister, para os varios n, per-
tencem ao mesmo grupo abeliano ZI'.. Em particular, para homeomor-
fismo de superficies, a derivada de Fox pode ser usada para calcular
SF(fna fn)
Por exemplo, se X ¢é o disco com alguns pontos removidos , entao X

tem o mesmo tipo homotdpico que o ‘buquet’ de circulos. Nesse caso,

So(f" ") = [1] = [tr(=D)"]

onde
D — (af # (al) )
aa]‘ '
Aqui nao existem células 2-dimensionais e os circulos no ‘buquet’ pro-

duzem os geradores {a;}.

OBSERVAGAO 15.1. A Teoria de pontos fixos de Nielsen e o trago de
Reidemeister tém sido usados para estudar varias solugoes de equacoes

diferenciais e fluxos em dinamica.
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16. Conclusao

Existem dois topicos centrais na teoria de pontos fixos de Nielsen:

1. (realizacao) Existe f' ~ f tal que N(f') = MF[f]?

2. (computagao) Como calcular N(f)?

Definimos,

MF[f] = min{#Fizglg ~ f}.

Nas variedades compactas X temos dois casos para o tépico 1.: (i)
dim X # 2: o teorema de Wecken 9.1 nos da uma resposta positiva.
(ii) Quando dim X = 2 a resposta ¢ NAO quando x(X) < 0. Na
realidade, para qualquer inteiro positiva m, podemos construir uma

aplicacao f,, : X — X tal que

Dessa forma, em dimensao dois, a verdadeira questao é: Como
calcular M F[f]?

Para o tépicos 2., existem as condicoes de Jiang mas elas colocam
restricoes bastante severas sobre o grupo fundamental group, e por-
tanto, sobre os espacos.

Algumas vezes, um espaco X é constituido de partes relativamente
simples, dispostas ao longo (“parametrizadas por”) um espago “sim-
ples”ou admite um recobrimento simples. Por exemplo, se X é um
recobrimento regular de um espaco X e f : X — X é uma auto-
aplicacdo. Algumas vezes podemos calcular ou ao menos estimar N(f)
em fungao de N( f ) onde f percorre o conjunto dos levantamentos de
f. Outro exemplo sao aplicagdo que preservam fibras de uma fibragao
p: X — B (por exemplo, X = S3 B = S?ep: S — 53/51¢
a fibragao de Hopf). Supondo que f : X — X é uma aplicagdo que

preserva fibras tal que



46 QUARTA PARTE

é comutativo. Se b € Fizf entdo f induz uma auto-aplicacio f : F —
F onde F = p~'(b). Sob certas condigoes, N(f) pode ser calculado em
funcio de N(f) e N(fp).

Espagos do tipo Jiang também sao exemplos nos quais o nimero de
Nielsen pode ser calculado usando-se o nimero de Reidemeister.

Terminaremos essas notas discutindo uma variagdo particular (ou
generalizacdo) da teoria de pontos fixos, chamada teoria de raizes, que
tem recebido bastante atencao em trabalhos recentes. Sobre outros
topicos relacionados, indicamos ao leitor as seguintes atas de conferen-
cias [4], [3], [9], [11], [7], e [6].

Logo apds S. Lefschetz anunciar seu teorema de ponto fixo, ele
generalizou seus resultados para o contexto de coincidéncias. Sendo
f,g : X — Y aplicacoes entre n-variedades fechadas, conexas, ori-
entaveis e trianguladas, usando a dualidade de Poincaré, ele definiu
um nimero de Lefschetz para coincidéncias L( f, g) e entdo mostrou que
L(f,g) # 0 implica que para qualquer f' ~ f. ¢ ~ g, Coin(f', ¢ =
{z € X|f'(x) = ¢'(x)} serd nao vazio. Nos anos 1940, W. Franz
generalizou a idéia de classes de pontos fixos de Nielsen para coin-
cidéncias. Dois pontos x,y € Coin(f,g) sdo Nielsen equivalentes (como
coincidéncias do par f,g) se existe uma curva C' de x até y tal que
foC ~ go(C relativamente as pontos extremos. Definindo-se o indice
de coincidéncias, o nimero de Nielsen, que é o niimero de classes com
indice nao nulo, pode ser definido. A aluna de Franz, H. Schirmer,
provou, em sua tese (1955) um andlogo, para coincidéncias, do teo-
rema de Wecken 9.1, mostrando que para n > 3, o nimero de Nielsen
¢ o melhor limitante inferior para o nimero minimo de pontos de co-
incidéncias nas classes de homotopia de f e de g. No caso especial em
que g é a aplicacao constante, a teoria de coincidéncias se transforma
em teoria de raizes, i.e., o estudo das solugdes da equacao f(z) = a. Na
realidade, uma teoria similar a de Nielsen ja tinha sido desenvolvida
por H. Hopf em 1931 em seu trabalho sobre a, entao chamada, teoria

de grau de Hopf. Uma propriedade especial das raizes é o teorema a
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seguir, provado por Hopf (e também redescoberto, independentemente,

para uma situagao mais geral por R. Brooks em 1973).

TEOREMA 16.1. Sejam f : X — Y uma aplicagao entre duas va-
riedades conexas, fechadas e orientaveis e a € Y. Se deg f = 0 entao
N(f;a) = 0. Sedegf # 0 entao N(f;a) = [mY : fu(mX)] onde

N(f;a) denota o nimero de Nielsen para raizes de f com respeito a a.

O teorema de Hopf é um resultado do tipo de Jiang, no sentido em
que todas as classes de raizes tém o mesmo indice de raizes. Quando
deg f # 0, N(f) coincide com o nimero de Reidemeister R(f;a) que
¢ igual ao indice do subgrupo fux(mX) em mY. Ou seja, a teoria de
raizes € mais calculavel e, em varias situacoes, pode ser usada para se
obter informagoes sobre pontos fixos ou coincidéncias.

Para ilustrar esse comentario considere uma auto-aplicacao f
T? — T? no toro bidimensional. Associamos a f uma aplicacao ¢ I
T? — T? dada por ¢(z) = z~* - f(x). Onde olhamos o toro T? como
um grupo topolégico de forma que z~! denote o inverso de x em T2

L. f(z) é o produto (a operacao no grupo) dos elementos ! e

ex

f(z) em T?. Observe que f(z) = x se, e somente se, pf(z) = e, a
unidade do grupo em T?. Em outras palavras, os pontos fixos de f
passaram a ser as raizes de ¢y. Isso mostra que a teoria de Nielsen
para os pontos fixos de f pode ser transportada (depois de Hopf) para
a teoria de Nielsen para raizes de ;. Além disso, podemos provar que
L(f) = degps. Logo, nao é dificil ver que os resultados do Teorema

16.1 podem ser re-escritos como os do Teorema 12.1.






Apéndice

17. Revisao

Nesse apéndice relembraremos alguns resultados bésicos da topolo-
gia algébrica.

Dados dois espacos topolégicos X e Y, uma equivaléncia de ho-
motopia de X para Y é uma aplicacao f : X — Y junto com uma
outra aplicagao g : ¥ — X taisque go f ~ 1x e fog ~ 1ly. Nesse
caso, dizemos que X e Y tém o mesmo tipo homotdpico e escrevemos
X~Y.

Em R"" tomamos e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) onde o 1 aparece na
1-ésima coodenada. Os pontos ey, ..., e,11 geram o n-simplexo padrao

A,. Ou seja,

A= A{(x1, s )| > 0e > ay < 1}

Assim, A é exatamente um ponto, A; é o segmento de reta entre (0, 1)
e (1,0),

0,1
0,1) Ay
(1,0
Ficura 19

e Ay é o triangulo equildtero com vértices (0,0, 1), (0,1,0) e (1,0,0).

Uma p-cadeia (singular) em um espago topolégico X é uma aplicagao

continua o, : A, — X. Sendo S,(X) = S,(X;Z) o grupo abeliano
49
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Ap

(0.1,0)
(1,0,0)

FIiGura 20

livre, gerado pelo conjunto das p-cadeias. Definimos o operador bordo
0p 1 Sp — Sp—1 tomando-se

p

ap(gp)(Ap—l) = Z(_l)iap(xh oo Ty oy 171?)

i=1
onde Z; significa que omitimos a i-ésima coodenada. Temos que 0,0,11 =
0 e entao {S,(X),0,} é um complexo de cadeia.

Tomando-se Z, := Kerd, e B, := ImdJ,;;. Observe que B, C Z,.

O p-ésimo grupo de homologia singular de X é dado por
Hy(X) = Hy(X;Z) := Z,/B,.
Se (X, A) é um par, definimos S,(X,A) = S,(X)/S,(A4). O o-

perador bordo em S,(X) e também em S,(A) induzem um operador
0 em Sy(X,A). Segue que {S,(X,A),0} é um complexo de cadeia e
sua homologia, denotada por H,(X, A), é chamada homologia singular
relativa do par (X, A).

Para complexos simpliciais ou celulares, definimos complexos de
cadeia similares e seus correspondentes grupos de homologia. Para um

poliedro compacto X, temos que
H:ingular(X) ~ H:implicial(X) ~ H:elular(X)'
Sef : X - Y eg:Y — Z sao aplicagoes, entao f induz um
homomorfismo f., : H,(X) — H,(Y). Além disso, temos que (go f). =
s © [
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